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Resumen

En estas notas se construye un modelo matematico de Universo sin
dimensiones extras. Al final, nos centraremos en el modelo de Randall-
Sundrum con 1 dimensién extra no compacta y con la presencia de una
3-brana en la que se encuentra confinada el Modelo Estandar.
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1. Introduccion

Estas notas son un desarrollo ordenado de la estructura matematica sobre
la que se construye un modelo de Universo, entendiendo éste como un soporte
espacio-temporal (4-dimensional) en el que incluimos un contenido de materia.
El soporte espacio-temporal interacciona consigo mismo y con el contenido de
materia, el cual también interacciona consigo mismo. Este contenido de materia
se estructura en vectores pertenecientes a los espacios de representaciones de
ciertos grupos de simetria del Lagrangiano de la teoria. Luego, se abordard el
tema del concepto de evolucion entendida como interaccién. Interpretaremos es-
ta evolucion de forma geométrica para distintos tipos de grupos y clasificaremos
backgrounds. Una vez hecho eso, consideraremos configuraciones del contenido
de materia que minimizan la accién y la degeneracion del estado de vacio del
contenido de materia a la hora de construir la teoria perturbativa. Esto nos
llevara directamente al concepto de defecto topoldgico como configuraciéon no
trivial de estado de vacio del contenido de materia del Universo. En el ultimo
tramo de estas notas, generalizaremos lo anterior al caso de un espacio-tiempo
de dimensién 4+n apareciendo conceptos mas globales que generalizan la teo-
ria 4-dimensional como son las p-branas. Veremos cémo, confinando el modelo
estandar a un 3-brana en un espacio-tiempo de dimensién 5 con 1 dimensién
extra no necesariamente compacta, se pueden reproducir la ley de Newton y
la Relatividad General. Ademads, obtendremos la escala de Plank para nuestra
teoria como una funcién de la curvatura de la dimensién extra. Esto se deducira
utilizando un background métrico que induce una métrica 4-dimensional (del
sub espacio-tiempo en el que vivimos) que también depende, de forma general,
de la coordenada en la dimensién extra. Esto es, un background métrico no
factorizable. El punto clave final es ver que todo esto esta bien definido para el
caso en el que la dimensién extra tiene radio de curvatura r. = inf y tenemos
el caso de dimensién extra no compacta. Esto representa pues una teoria mate-
maética del Universo en la que tenemos dimensiones extras sin compactificar y
que origina una escala de Plank finita.

2. La manifold M del espacio-tiempo

2.1. Tensor-world

De lo que partimos en primer lugar es de que todo lo que ocurre (conjunto de
sucesos), ocurre en un soporte llamado espacio-tiempo M. Este espacio-tiempo
es una manifold, es decir, un espacio topoldgico en el que tenemos definido un
conjunto completo de cartas (Uy,X,) que conforman un atlas que nos permite
operar gracias a las aplicaciones

Xoq: Uy C M — R"
PeU,CM— (2. 2(®)

las cuales asignan coordenadas euclideas asociadas a una carta.

Para los puntos P que pertenecen al solape de abiertos asociados a dos
cartas distintas, P € U, N Ug, han de existir funciones C*° que me relacionen



sus coordenadas euclideas en las diferentes cartas a las que pertenecen, esto es,
(x5 0x5"),
(xgoxyt): (x(la) () — (:c(lﬂ) alP)
En cada punto P € U, de la manifold M podemos expandir el espacio

vectorial tangente Tp(M) con base {6,30‘)} y el espacio vectorial cotangente

T}%:(M) con base {dm”

(a)}. Los vectores V(®) = V(“)“al(f) son pues combina-

ciones lineales de los elementos de la base del espacio tangente y las 1-formas

w(® = w,(f‘)dx?a) son combinaciones lineales de la base del espacio cotangente.

Las bases de estos espacios vectoriales hay que entenderlas como aplicaciones:

= Base de Tp(M):

O:F— R
oy 58,

donde F' es el conjunto de funciones reales definidas sobre la manifold M.

Para puntos P € U, N Ug que pertenezcan al solape de dos cartas, las
coordenadas de un vector se transforman como:
ozt
22— B) Y/ v
Vv(ﬁ) - 8m2’a)‘/(oz)

» Base de TH(M):

dat : Tp(M) — R

0, —

Para puntos P € U, N Ug que pertenezcan al solape de dos cartas, las
coordenadas de una 1-forma se transforman como:
(B) _ 97 (a)
R

Esto nos permite definir en cada punto objetos conocidos como tensores que
viven en el tensor — world y que tienen bien definida su transformaciéon de
coordenadas en los puntos que pertenecen a la interseccién de cartas. Un tensor
T(®)(r,s) definido en el punto P € U, vive en el espacio producto de r espacios

tangentes y s espacios cotangentes en ese punto P,

T=TH)r 0, ® - ®0, ®dt" @ - ®dz¥s
2.2. Aplicaciones ¢ definidas en la manifold M y derivadas

tensoriales

Sobre la variedad, vamos a definir unas aplicaciones ¢ : M — M tal que
me transforma unos puntos en otros (siempre dentro de la manifold M)



Q = ¢(P)

Esta aplicacién en la variedad la podemos establecer entre puntos de la
manifold M incluso cuando pertenezcan a cartas distintas con un conjunto de
coordenadas distintas cada una. El punto clave, es que elegir una aplicacion ¢
implica no sélo el conocer cémo se transforman los puntos, sino también cémo
se transforman los tensores. Esto se llaman transformaciones inducidas en el
tensor — world debido a la aplicacién ¢. A la transformacién genérica inducida
sobre un tensor se le llama ’pull-back’ y obtenemos el tensor transformado.
Podemos ver como se transforman vectores y 1-formas y luego generalizar para
cualquier nimero de indices de cada tipo.

« Vector del espacio tangente: V(@) = [32-] vv(P)

= 1-forma del espacio cotangente: w;, (Q) = [gi:}P w, (P)

Esta transformacién inducida en los espacios tangente y cotangente, nos per-
mite definir una variacién o derivada covariante (tensor - tensor) sobre el world-
tensor. Para definir una derivada covariante hemos de escoger una aplicacion ¢
que me transforma los puntos entre si. Esta es la regla de transporte. Trans-
formamos el tensor haciendo el 'pull-back’ y obtenemos el tensor transformado.
Calculamos la diferencia entre el tensor transformado y el original (EVALUA-
DOS EN EL MISMO PUNTO) y dividimos por un cierto pardmetro que tiene
que ver con la regla de transporte, tomando el limite en el que el pardmetro
tiende a cero. Para seleccionar una transformacién ¢ que nos defina la regla de
transporte, hemos de elegir un elemento extra como pueda ser la congruencia
de un campo de vectores o una conexién afin. Los dos casos mas interesantes de
derivadas covariantes son:

» Derivada de Lie:

e Como elemento extra tenemos un campo vectorial X a lo largo del
cual se efectiia la derivada. La aplicacién ¢ es la transformacion infi-
nitesimal asociada a la congruencia del campo X (transporte de Lie).

e Se reduce a la parcial direccional en el caso de tensores de orden cero
(escalares).

e La regla de transporte es el transporte de Lie.

e La expresion es distinta segun el objeto sobre el que actue:
o Escalares: Lx f = X"f,,
o Vectores: LxVF =VHF XV —VVXH,
o l-formas: Lxw, = wy,, X" +w,X",,

= Derivada Covariante:

e Como elemento extra tenemos un campo que no es un tensor del
tensor — world llamado la conexién afin del espacio-tiempo I'?. No

IRealmente, sobre los vectores se define el 'push-forward’ y sobre las 1-formas se define el
pull-back’

2En un espacio-tiempo que no sea afinmente conectado no podremos definir esta derivada,
aunque si podremos definir la derivada de Lie, pues no depende de la conexién



todos las variedades son afinmente conectadas (tienen definida la es-
tructura de una conexién), por lo que no podremos definir este tipo
de derivada en todos los espacio-tiempo’s, aunque si en la mayoria de
los casos.

e Si la variedad es métrica (tiene definida una estructura llamada mé-
trica g,, que me relaciona vectores y l-formas, pues es un tensor
tipo (0,2) y simétrico), entonces la métrica es invariante bajo esta
derivada. Esto es lo que se conoce como el "Postulado Métrico’ y nos
permite determinar la conexién afin a partir de una métrica dada.

e Se reduce a la derivada parcial en el caso de tensores de orden cero
(escalares).

e La regla de transporte es el transporte paralelo.

e La expresién es distinta segin el objeto sobre el que actie:
o Escalares: D, f = 0, f
o Vectores: D, V¥ =0, V" + T}, V?
o 1-formas: D,w, = 0w, — Ir wp

El sentido fisico de la conexién afin como una estructura definida sobre toda
la manifold es de crucial importancia para entender luego la interpretacién geo-
métrica de los campos gauge cuando implementemos la materia en el Universo.
Cuando tenemos un tensor del tensor — world de tipo(r,s)y calculamos su deri-
vada covariante (utilizando el transporte paralelo como regla de transpote) en
un punto P € M, lo que estamos calculando es su variacion total a lo largo de
la coordenada A:

AT Vs

R T e BT i T ML
DATH i = 9Tt o DI i T Th b
———

Vemos que hay dos aportaciones a la derivada covariante de un tensor eva-
luada en un punto P C M:

= Una primera aportacién debida a la propia variacién del tensor, como cam-
po tensorial, en el punto P. Es curioso notar que la variaciéon propia de
una componente del tensor es el resultado de considerar esta componente
como la funcién escalar representante del espacio de funciones reales defi-
nidas sobre la variedad F' sobre la que actia la base de vectores {0y} del
espacio tangente en el punto P. Esta variacién de cada componente del
tensor, sélo depende de dicha componente en si misma

= Una segunda aportacién debida a la mezcla entre componentes del tensor
que viene regida por la conexién afin.

Si queremos que la derivada covariante de un tensor del tensor — world siga
siendo un tensor del tensor —world, esto impone que para puntos P € U, NUg,
la forma de transformar la conexién afin ha de ser:

A T o P o 2.\
PO () = 228 2l 020 pia - Pl 2y T 20
Hv P M v TO o v M P o
0z, Oz(5) Ox{y) x5 Ox () 0x( ) 0y



2.3. Espacio-tiempo afinmente conectado. Torsion y Cur-
vatura

Para las manifolds afinmente conectadas podemos definir dos tensores que
pertenecen al world — tensor y que nos dan informacién sobre la manifold:

s Curvatura:

Ryl = 0,10, — 0,10, + 0Ty, —T0,Th,

= Torsion:
P _TP _TP
Tm/ =T j2% Fw
De la torsién no se sabe mucho acerca de su significado fisico, pero en cam-
bio, la curvatura jugard un papel crucial en la interpretacin geométrica de la
interaccién (evolucién no trivial) entre las particulas que componen el contenido
de materia del Universo.

3. La materia en el Universo

3.1. Introduccién

Ya hemos visto cémo desarrollar una teoria matemadtica para el espacio-
tiempo. Ahora nos vamos a centrar en el modelo matemaético para clasificar las
particulas en relacién a unos determinados grupos de simetria del Lagrangiano
de la teorfa.

El Modelo-Estandar de la Fisica de Pariculas se basa en la simetria de la
teorfa bajo el grupo G = SUx(3) x SUL(2) x Uy (1), esto es, las particulas del
contenido material del Universo, se agrupan en vectores de los distintos espacios
de representaciones del grupo G. La representacién del grupo total se puede
escribir como producto de representaciones de sus grupos constituyentes. Las
particulas se agrupan en vectores de los espacios de representaciones de estos
grupos. En cada uno, las particulas conforman vectores que se pueden escribir
como combinacién lineal de los estados del diagrama de pesos de la representa-
cién. Estos estados base (pesos de la representacién) se obtienen reescribiendo
el algebra del grupo en la forma de Cartan tras combinar los generadores de la
manera que induce la diagonalizaciéon simultanea del mayor ntimero posible de
generadores que conmuten entre ellos (Cartans).

3.2. Fibrados

El concepto matemadtico que aparece de forma natural en este contexto es
el concepto de espacio fibrado. Un espacio fibrado se compone de un espacio
base, que sera la manifold del espacio-tiempo M y de un espacio fibra. Este
espacio fibra se compone de fibras que se abren en cada punto de espacio-tiempo.
En cada punto del espacio-tiempo, tenemos una fibra del fibrado. Estas fibras
pueden ser estructuras matematicas de diversos tipos resultando de cada uno
un tipo de fibrado distinto.

Hay dos tipos de fibrados que son de especial interés en estas notas:



s Fibrados G—principales:

Un fibrado principal es aquel en el que la estructura definida como fibra
sobre el espacio-tiempo base es un grupo de Lie G. El grupo G no es
susceptible de ser utilizado para operar con él directamente, pues nos
referimos a él de forma abstracta (como concepto de grupo).

Para poder operar, tendremos que trabajar en el dlgebra del grupo, el cual
se define como el espacio tangente asociado a la manifold de Lie £ en el
punto con coordenadas en la manifold de Lie £* = 0, donde a = 1--- N,
siendo N la dimensién del grupo (nim. de generadores).

El hecho de poder trabajar en el dlgebra viene de que los grupos de Lie
compactos (que son los que nos interesardn) tienen la representacién expo-
nencial. Esto es que todo elemento del grupo puede obtenerse por exponen-
ciacion de algun elemento del algebra. El dlgebra, como espacio tangente
que es, tiene estructura de espacio vectorial con la base de vectores {0, },
donde ya dijimos que a = 1--- N, siendo N la dimensién del grupo (ntm.
de generadores). Esta base, como base de un espacio tangente asociado a
un punto £% = 0 de una manifold que es, son aplicaciones. Aqui es donde
estd la diferencia fundamental entre manifolds asociadas al espacio-tiempo
y manifolds asociadas a grupos de Lie. La base de vectores en el espacio
tangente a una manifold M en un punto P € M, donde M representa el
espacio-tiempo, se definia como el conjunto de aplicaciones:

O:F— R
@) — %]

donde F' es el espacio de funciones reales definidas sobre la manifold del
espacio-tiempo.

En cambio, la base de vectores en el espacio tangente a una manifold £
en un punto ¢ € £, donde £ representa una manifold asociada a un grupo
de Lie G, se define como el conjunto de aplicaciones:

0, : ® — Matrices

Rlg(&)] — tFf = —i [—afgggf”]gazo

donde R es el espacio de representaciones del grupo G definidas sobre la
manifold de Lie

Uno podria preocuparse en principio por cémo definir abiertos, cartas, ect.
en la manifold asociada a un grupo de Lie G. Pero todo esto desaparece si
tenemos en cuenta que estamos tomando esta variedad como fibra y que
estamos en grupos de Lie compactos. Al ser el grupo compacto podemos
generar cualquier elemento del grupo por exponenciacién del dlgebra (es-
pacio tangente en ¢ = 0). Por otro lado, al considerar la manifold como
fibra, lo tinico que nos interesa de ella, en primera instancia, es poder tener
un elemento g € G en cada punto de la manifold base (espacio-tiempo).
Como cualquier elemento g € G que tengamos, se puede obtener por expo-
nenciacién del dlgebra (espacio tangente en £ = 0), no nos preocuparemos



por la estructura topoldgica de la manifold de Lie £ por si sola. Sélo utili-
zaremos el dlgebra del grupo G asociado a la manifold de Lie £ (en £* = 0,
por la propia definicién de dlgebra).

Otra cosa que es interesante es que en manifolds de Lie £, no tiene sen-
tido hablar de espacios cotangentes a la manifold como haciamos cuando
teniamos la manifold M del espacio-tiempo. Esto se debe a que la base de
vectores del espacio tangente actia sobre R en lugar de F', como ocurria
en el espacio-tiempo. El meollo del asunto estd en que la base del espa-
cio cotangente se definia como aplicaciones Tp — R y esto no podemos
lograrlo si la base del espacio tangente son matrices en lugar de ntme-
ros reales. No tendremos definidas formas diferenciales con indices de la
manifold L.

Cuando tengamos una funcién g € G perteneciente a la fibra G— principal
en el punto P € U,NUg, esta funcién variara segin la carta que utilicemos
para poner coordenadas a P. Esta variacién se lleva a cabo mediante las
funciones de transicién en la fibra principal:

9OE) = framm@i) - 9 - Sl ()
donde fo—g) € G.

Fibrados asociados a un fibrado G—Principal:

Este es el paso clave para introducir la estructura del contenido de ma-
teria. Cuando tenemos un fibrado G—Principal asociado a un grupo de
Lie G sobre la manifold base M del espacio-tiempo,podemos seleccionar
una representacién R[G] del grupo G. Esta representacién actiia sobre los
vectores del espacio de la representacion, la cual es un espacio vectorial
V. Este espacio vectorial estd definido en cada punto, pero todos los Vp
son isomorfos entre si.

Ahora ya podemos introducir el contenido material del Universo sobre la
base M del espacio-tiempo. En cada punto P € M, los distintos cam-
pos de particulas se agrupan para formar vectores de Vp. Podemos tener
distintas representaciones R[G]| € R por lo que la materia en general, se
colocard en vectores pertenecientes a distintas representaciones del grupo
G de simetria de la teoria. Esto es equivalente a decir que las distintas con-
figuaraciones que puede tener la materia en el espacio-tiempo M no son
més que las diferentes secciones de los distintos fibrados asociados en los
que la materia se estructura. Esto es elegir un vector del fibrado asociado
Vp para cada punto P y para cada fibrado asociado V en el que tengamos
vectores en esa representacién R[G] de G.

Cuando tengamos un vector v € V perteneciente a la fibra asociada en el
punto P € U, NUg, su valor dependera de la carta que utilicemos para
poner coordenadas a P. Esta dependencia se lleva a cabo mediante las
funciones de transicién en la fibra asociada:

vigy (@8)) = Rlf(ampy (@], - vl (2557)



donde R|[f] es la representacién de f € G sobre la que tenemos el fibrado
asociado. La funcién f es la misma funciéon que actuaba como funcién de
transicion en la fibra G—principal.

3.3. Particulas en un espacio-tiempo métrico. Mecanismo
de Vielbain.

Todo fibrado vectorial con un espacio vectorial V' de dimensién m como fi-
bra, se puede interpretar como el fibrado asociado a un fibrado G—principal,
donde G = GL(m, R). En el caso de los espacios vectoriales en los que habitan
los vectores que estructuran el contenido material del Universo (particulas), esta
claro que , si los entendemos como fibras asociadas a las representaciones de un
grupo G, entonces el fibrado G—principal es la manifold de Lie del Modelo Es-
tandar, G = SU¢(3) x SUL(2) x Uy (1). Pero si pensamos en el espacio tangente
o en el espacio cotangente como espacios vectoriales de unos fibrados asociados
a una representacion de un grupo, A;}de qué grupo estamos hablando?. La raiz
del problema reside en que el espacio-tiempo (base del fibrado M) presenta una
simetria bajo difeomorfismos como vimos al principio. Este grupo de transfor-
maciones no posee una representaciéon spinorial. Este es el motivo por el que los
espacios tangente y cotangente no se pueden asociar a espacios de representa-
ciones (espacios vectoriales) de ningin grupo matricial. Este es el problema de
que la simetria del espacio-tiempo sea la de los difeomorfismos. Entonces, no
podemos incluir fermiones a la teoria directamente en los espacios tangente y
cotangente.

Por suerte, este problema tiene soluciéon. El mecanismo con el que conse-
guimos meter fermiones en el espacio-tiempo se conoce como Mecanismo de
Vielbain. La idea es que en cada punto del espacio-tiempo P € M, cambiamos
las bases de los espacios tangente y cotangente:

TP(Ma R) — €a = 6a“au
Tp(M,R) — e = €%, da¥

donde los campos e, () son funciones que dependen del punto P. La idea por
la que se hace esto es porque si tenemos una manifold espacio-tiempo dotada
de una estructura métrica g, () e imponemos la condicién sobre los Vielbains,

G (2) - €a"(2) - e () = dap(2)

éstos quedan completamente determinados a partir de la métrica. Pero la clave
estd en que las nuevas bases {e,} v {e®} de los espacios tangente y cotangente en
un punto P € M expanden unos espacios vectoriales que ahora ya si se pueden
entender como fibrados asociados a un fibrado G —principal, donde G = SO(n)3
(n es la dimensidén de espacio-tiempo). Ahora ya podemos implementar fermiones
en el espacio-tiempo de nuestra teoria como vectores de las representaciones
spinoriales de SO(n), en vez de vectores de los espacios tangente y cotangente

3Podemos imponer, como condicién sobre los Vielbains:

Guv () - ea” (z) - ep” (@) = Nap(x)

y conseguir la simetria SO(1,n — 1) de la métrica de Minkowsi



donde la simetria era el grupo de difeomorfismos y vimos que no podiamos
hacerlo.

Entonces, podemos interpretar los Vielbeins como las aplicaciones que esta-
blecen un correspondencia en cada punto entre el espacio tangente (o cotangen-
te) y un espacio de representacién de SO(n), ambos espacios vectoriales:

e (x) : Tp(M, R) — Rep[SO(n)]
ey (x) : Tp(M, R) — Rep[SO(n)]

Esto viene a decirnos que una particula implementada en la manifold espacio-
tiempo toma una estructura de wvector de estado sobre una base de estados co-
rrespondiente al diagrama de pesos de alguna representacién de SO(n). Una
forma general de entender esto es que si partimos de un espacio-tiempo en el
que implementamos un contenido material, este contenido material que imple-
mentemos fija la funcién f(z) € F, donde F es el conjunto de funciones reales
definidas sobre la variedad. Una vez fijada la funcién f(x) sobre la que actian
los elementos de la base del espacio tangente, podemos generar todo el fibra-
do tangente. Si el espacio-tiempo estd dotado de una estuctura métrica g,
se nos genera automaticamente todo el espacio cotangente y por consiguien-
te, todo el tensor — world. Como el espacio tiene una métrica g,, ésta define
unos Vielbains en cada punto del espacio-tiempo que asocian a cada tensor
tipo(r, s) del tensor — world un tensor tipo(r,s) tensor — SO(n)world. Cada
tensor tipo(r, s) del tensor —SO(n)world, corresponderd a un producto de r re-
presentaciones contravariantes y s representaciones covariantes del grupo SO(n),
pudiendo ser éstas cualquiera de las que tiene el grupo (vectorial, spinorial redu-
cible,spinoriales irreducibles,...). La pregunta que surge de forma natural es cudl
es el motivo por el que las particulas estan implementadas en el espacio-tiempo
en ciertas representaciones de SO(n) y se han decantado por un 'vector estado’
concreto en cada punto P € M. Qué determina las representaciones concretas
de SO(n) en las que se tienen ’vectores estado’ para el contenido de materia del
Universo sélo por implementarse materia en el espacio-tiempo, es una cuestion
abierta.

3.4. Un Universo dinamico

Hasta ahora, hemos visto que la teoria matematica desarrollada nos permite
introducir la materia en el espacio-tiempo asi como estructurarla en vectores
de fibrados asociados a ciertas representaciones de fibrados G—principales con
G = SUc(3) x SUL(2) x Uy(1) o con G = SO(n). Estos fibrados vectoria-
les asociados a grupos poseen una estructura definida sobre el fibrado llamada
conexion del fibrado asociado. Es andlogo a la conexion afin que tenfamos so-
bre la manifold base M y que nos permitia definir la derivada covariante en el
tensor — world.

En un fibrado asociado a un fibrado G—principal donde tengamos una es-
tructura como la conexién, podemos ver la variacién de un ’vector estado’ en
un determinado punto P € U, C M cuando nos movemos en una determinada
direccién del espacio-tiempo. Podemos computar la evolucién del contenido de
materia del Universo, esto es, un Universo dindmico.
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Partamos de un fibrado asociado a una representacién R[G] de un grupo de
simetria G de la teoria. La materia se coloca en 'vectores estado’ de esa repre-
sentacion. Esto ocurre en cada punto P € M. Podemos entender la evolucién
como el cambio que experimentan los 'vectores estado’ del contenido de materia
al desplazarnos por la manifold M del espacio-tiempo.

La variacién de un ’vector estado’ a lo largo de una direccién del espacio-
tiempo M en un punto P € U, C M toma la forma:

Dy (2) = 90" () + w, % (@) - o' (2)

donde w,*, (z) es la estructura de conexién definida en el fibrado vectorial aso-
ciado.

Todas las magnitudes que aparecen en la ecuacién anterior dependen de
la carta a la que pertenece el punto P. Ya vimos cudles eran las funciones
de transicién para los ’vectores estado’ localizados en puntos que pertenecen
al solape entre abiertos. Si queremos que la derivada covariante de un ’vector
estado’, como la hemos definido anteriormente, se comporte como un tensor del
tensor — world y como un tensor del tensor — Gworld, la conexién en un punto
P € U, NUg ha de transformarse (transicién entre abiertos) en el tensor —
Gworld como:

WP (@W)) = Rlfas(@E))wi® (@) RIF 5 (250)) = (0 Rl famp (9] [f 2 (5]

donde fo—3 € G es la misma funcién de transicién que tenfamos en el fibrado
G —principal. Los indices del tensor — Gworld estéan implicitos en la transfor-
macién.

3.5. Conexion y Curvatura en un fibrado asociado. Inter-
pretacién fisica

Si echamos un vistazo a la variacion de un ’vector de estado’ del tensor —
Gworld
D, (2) = 90" (@) + w,% (@) - o' (@)

y a la variacién de un vector del tensor — world
D,V¥(x) = 0,V¥(x) + T}, ,(z)V’(x)

podemos encontrar una analogia que nos permite dar una interpretacién geo-
métrica a la teoria gauge de la interaccién del contenido material del Universo
tanto para la interaccién G = SU¢x(3) x SUL(2) x Uy (1) como para la interaccién
G = 50(n).

Vemos que la variacion en un punto de un ’vector estado’ tiene dos aporta-
ciones:

= Una aportacion debida a la propia variacién del 'vector estado’ al mo-
vernos en una direccion del espacio-tiempo. Es la tinica contribucién que
hay en la teorfa libre (ec. de Dirac y de ec. de Klein-Gordon) cuando
las particulas sélo se han implementado al espacio-tiempo. Las distintas
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componentes de un ’'vector estado’ no se mezclan entre si. La evolucién
libre genera la descomposiciéon de los campos en ondas planas (solucién
de las ecuaciones de Dirac para fermiones y Klein-Gordon para escalares)
y es donde definimos la segunda cuantizacién que hemos visto siempre.
Cuando tenemos un elemento de la base de estados del fibrado asociado
evolucionando libremente, éste varfa de un punto a otro (como onda plana
que es), pero el estado dentro del diagrama de pesos de la representacién
se mantiene fijo.

= Otra aportacién que mezcla las distintas componentes de los 'vectores es-
tado’. Esta es la interesante porque es la que produce lo que conocemos
como interaccién gauge en el contenido de materia. Esto es, los 'vectores
estado’ de materia interactuando entre si. Podriamos entender la interac-
cién gauge como un fenémeno colectivo que se produce al incorporar toda
la materia. Si tenemos una sola particula, no hay interaccién gauge y la
particula evociona libremente porque no hay otras particulas para que in-
teraccionen?. Es sélo cuando ponemos todas las particulas que componen
el contenido material del Universo cuando se genera una interaccién que
corresponde a un fibrado G—principal, con G = SU¢(3) x SUL(2) x Uy (1)
(por lo menos a la escala en la que vivimos).

Como queremos que la interaccién sea una simetria de la teoria, las com-
ponentes de los 'vectores estado’ se meclaran siguiendo un patrén de mezcla
que represente una simetria. Esto es, esta combinacién de componentes viene
dictaminada por los generadores del grupo de simetria en las distintas represen-
taciones en las que se contruyan fibrados asociados para estructurar el contenido
material del Univero. Esto pues determina la forma de la conexién afin (la cual
mezcla los campos que constituyen los 'vectores estados’) para conseguir la si-
metria de la teorfa:

Wy () = (A, (2)", = Af(2) - (45)°,

Entonces, los campos gauge responsables de la interaccién gauge son la co-
nexién del fibrado asociado al fibrado G—principal con G = SU¢c(3) x SUL(2) x
Uy (1). A partir del campo campo gauge, entendido como conexién de un fi-
brado asociado (espacio vectorial), podemos definir una conexién en el fibrado
asociado. Esto es andlogo a la curvatura en el tensor — world definida a partir
de la conexién afin.

La curvatura en el tensor — world se define como:

[ 4 P P A P A
Rl“’ o aﬂruv - aVF,uU + ]‘—‘HAFDG - PVAF;LU
La curvatura en el tensor — Gworld se define como:
a a a a > a (&
F% = 0w, — Ouw, ) +wu® wi — wiowy

Entonces, desde le punto de vista del tensor — world, la conexién y la cur-
vatura del tensor — Gworld son:

4Puede haber un potencial escalar V (v®) de interaccién no gauge para los *vectores estados’.
Esto es la interaccién de la materia con el espacio-tiempo
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= Conexion:
, R
wuy (1) = (Au(@), = A () - ()",

Es una un vector perteneciente al espacio cotangente (1-forma). Aunque la
estructura es de 1-forma, las entradas no son ntimeros reales sino matrices
que pertenecen al dlgebra (no al grupo) del grupo de simetria de la teoria.
La clave es que las dependencias en el tensor — world y en el tensor —
Gworld de la conexién en el fibrado asociado (campos gauge) factoriza en
1-formas del tensor — world multiplicadas por generadores del algebra del
grupo de simetria.

= Curvatura:
Fu®y(x) = (Fuu (), = Fib(x) - (t9)%,

Es un tensor (0,2) antisimétrico (por construccién) en los indices del
tensor — world (2-form). Aunque la estructura es de 2-forma, las entra-
das no son ndmeros reales sino matrices que pertenecen al dlgebra (no al
grupo) del grupo de simetria de la teorfa. La clave es que las dependen-
cias en el tensor — world y en el tensor — Gworld de la curvatura en el
fibrado asociado (intensidad del campo gauge) factoriza en 2-formas del
tensor — world multiplicadas por generadores del algebra del grupo de
simetria.

3.6. p-formas diferenciales y su clasificacion. Cohomologia
de Rahm

Un tensor del tensor — world tipo (0,p) completamente antisimétrico en
todos sus indices recibe el nombre de p-forma diferencial. Cuando tenemos un
campo de p-formas podemos definir una operacién llamada derivada exterior
que me pasa de una p-forma a una (p+1)-forma:

dp-forma = (p+1)-forma
dApy(z) = Bpyi(z)
d>=0
dAy (@) = [0ugApy o, ()] - dzh® A dat* A - A dat'e

donde A el el producto wedge (producto tensorial antisimetrizado) de formas
diferenciales.

Para la manifolds de espacio-tiempo que sean métricas y afinmente conec-
tadas, podemos definir una operacién sobre las formas diferenciales a partir del
operador de Hodge, . Este actda sobre la base de formas diferenciales de la
siguiente manera:

x: (p— forma) = (n —p) — forma

*Ap(x) = anp(x)

1
7)' ‘g"g'ulyl o 'g“pyp€u1-~1/pup+1un (dm”p+1/\' . '/\dxl/n)

(n—

k(dzH A Adxhr) =
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donde n es la dimensién del espacio-tiempo.
Utilizando la derivada exterior y el operador de Hodge podemos definir una
derivada exterior adjunta d' sobre los campos de formas diferenciales tal que:

d'Ap(z) = Bp-1(2)

(Ap,dBy_1) = (dTApv Bp—l)

donde (A, B,) = [,; Ay A*B, es el producto interno definido sobre las
formas diferenciales del mismo tipo y que me genera una cantidad real.
La relacién entre la derivada exterior adjunta y la derivada exterior sobre
una p-forma es:
d" = xdx — dim(M) = par

d' = (=1)?  dx — dim(M) = impar
Utilizaremos las siguientes definiciones:
» p-forma cerrada: Es aquella que cumple dA, =0
» p-forma exacta: Es aquella que cumple A, = dB,_;
» p-forma arménica: Es aquella que cumple dA, = d' A, = 0

Todas las p-formas diferenciales tienen un descomposicién llamada descom-
posicion Hodge:
A, =B, +dCy_1 +d' Dpiy

donde B,, es una p-forma armoénica.

Cuando tengamos una p-forma diferencial definida en un espacio-tiempo M,
no podemos clasificarla en general. Pero las p-formas cerradas si son susceptibles
de ser clasificadas en lo que se conoce como la p-ésima clase de cohomologia de
Rahm. La p-ésima clase de cohomologia de Rahm es el conjunto cociente:

ZP(M, R)

HIOMLR) =

donde ZP(M, R) es el conjunto de p-formas cerradas definidas sobre el espacio-
tiempo y BP(M, R) es el subconjunto de formas cerradas que lo son por ser
exactas (d? = 0). Esto es, la p-ésima clase de cohomologfa de Rahm es el con-
junto de clases de equivalencia de p-formas cerradas donde dos p-formas cerra-
das pertenecen a la misma clase de equivalencia si se diferencian en una forma
exacta:

B, € [Ap]~ <= B, = A, +dC,_4
Dos resultados importantes son:

» Para una p-forma cerrada, su descomposicion Hodge se reduce a:

Ap = Bp + de71

= Dos p-formas que pertenezcan a la misma clase de equivalencia de la p-
ésima clase de cohomologia de Rahm, tienen la misma forma arménica en
su descomposicién Hodge. Esto es, cada clase de equivalencia sélo posee
una forma armonica. Todas las p-formas cerradas que conformen una clase

14



de equivalencia son equivalentes (se diferencian en una p-forma exacta) a
la forma armoénica. El hecho de que sélo hay una p-forma armonica para
cada clase de equivalencia es un resultado topolégico (no depende de la
métrica), pero cudl es esa forma arménica si que depende de la métrica
que tengamos definida en el espacio-tiempo M.

3.7. p-chains y clases de homologia

Una p-chain es, formalmente, una combinacién lineal con coeficientes rea-
les de sunbmanifolds N’s de dimensién p, pertenecientes a la manifold M del

espacio-tiempo.
a, = g N
k

donde una submanifold Ny C M es un conjunto de puntos pertenecientes a M
que tienen a su vez estructura de manifold. Sobre las manifolds (o submanifolds)
podemos definir la operacién tomar frontera, O:

0: M — OM

PcOM <= P= (2! =0,2%---2™)

donde todas las coordenadas estan definidas sobre todo R, salvo la coordenada
2! la cual est4 semidefinida positiva. Una vez hayamos tomado la frontera a una
manifold una vez, si volvemos a aplicar la operacién tomar frontera obtendremos
el conjunto vacio. Esto es 02 = 0, ya que s6lo una de las coordenadas estaba
semidefinida positiva, el resto estaban definida en todo R

Utilizando p-chains con la operacién frontera 9, podemos definir las clases
de homologia de chains de manera analoga a como lo hicimos con formas dife-
renciales y la derivada exterior.

Utilizaremos las siguientes definiciones:
» p-chain cerrada: Es aquella que cumple da, = 0
» p-forma trivial: Es aquella que cumple a, = 9b,11

Las p-chains cerradas son susceptibles de ser clasificadas en lo que se conoce
como la p-ésima clase de homologia. La p-ésima clase de homologia es el conjunto
cociente:

Z,(M,R)
B,(M,R)

donde Z,(M, R) es el conjunto de p-chains cerradas definidas sobre el espacio-
tiempo y BP(M, R) es el subconjunto de p-chains cerradas que lo son por ser
triviales (0% = 0). Esto es, la p-ésima clase de homologfa es el conjunto de clases
de equivalencia de p-chains cerradas donde dos p-chains cerradas pertenecen
a la misma clase de equivalencia si se diferencian en una p-forma exacta (una
frontera):

H,(M,R) =

by € [ap]~ == by = ap + Ocpi1
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3.8. Dualidad de Rahm

Es una dualidad (analogia) entre p-formas cerradas y p-chains cerradas que
se obtienen a través de la integracién de p-formas cerradas sobre p-chains ce-
rradas (p-cycles). Al aplicar el teorema de Stokes

/dB,H:/ By
a da

P P

sobre el proceso de integracién, vemos que el resultado (valor real) sélo depende
de la clase de equivalencia dentro del p-ésimo grupo de cohomologia de Rahm
a la que pertenezca la p-forma cerrada y de la clase de equivalencia dentro del
p-ésimo grupo de homologia a la que pertenezca la p-chain cerrada. No depende
para nada del representante que escojamos dentro de las clases de equivalencia
de cohomologia y de homologia.

Podemos entender pues la integraciéon como un mapping:

HP(M,R) x Hy(M,R) — R

Un grupo de cohomologia tiene la estructura de espacio vectorial donde los
elementos de la base son las clases de equivalencia que lo constituyen. Lo mismo
ocurre con un grupo de homologia y las clases de equivalencia que lo constituyen.
Siempre podemos elegir las bases de estos espacios vectoriales de tal manera que
establezcamos un criterio de ’ortogonalidad’ entre ambas bases:

HP(M,R) x Hy(M,R) — R

{430} flaj)} — [ 143 = 69
lap]

Esta dualidad de Rahm nos permitira en la siguiente seccién clasificar con-
figuraciones de campos gauge en nuestra teoria del Universo. Esto no podremos
hacerlo directamente empleando los campos gauge como 1-formas, pues en ge-
neral no serdn 1-formas cerradas. Pero construiremos una forma diferencial a
partir de los campos gauge que serd cerrada por construccién y que nos permi-
tird clasificar el sector gauge de la teoria.

3.9. Cantidades independientes para formular una teoria
del Universo

En la descripcién matematica del Universo que estamos haciendo, tenemos
una manifold base que es el espacio-tiempo M y un contenido de materia que
evoluciona (Universo dindmico) en el sentido de que interacciona bajo un grupo
de simetria G que constituye un fibrado G—principal, cuya estructura es la de
una manifold de Lie £, sobre M. Si tenemos un Universo matemdéticamente
general, tendremos 10 cantidades para describir el Universo:

= Una dimensién para el espacio-tiempo base M: n

= Un representante del espacio de funciones reales definidas sobre la manifold
M para poder generar el tensor — world: f(xq1, -+, z,) € F
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= Un representante del espacio de representaciones que son compatibles con

la ley de composicién del gupo en la manifold® £, para poder generar el
tensor — Gworld: Rl[g(§)] € R

= La métrica definida en M : g, (x)
» La conexién afin o conexion en el tensor — world: F;\W(x)
» La conexién en el tensor — SO(n)world: wi, (x)
» La conexion en el tensor — Gworld: wg, ()
Ademas tendremos que dar el atlas del que dotamos a M:
= Conjunto de cartas: {U,, X4 }
Y las funciones de transicién definidas para los puntos P € U, N Ug:
= Funciones de transicion para las coordenadas de los puntos.
(xg oxgl) : (xga) . ..ng)) — (xgﬁ) . ..x,(f))
= Funciones de transicion para los elementos del fibrado G—principal y del
fibrado asociado a la representacién R[g], fo—g) € G

[ ]
90@) = famp (5) - 6 - Sl ()
vl (@) = Rl fiap (@), - ooy (@)

Este numero de cantidades se puede reducir aceptando una serie de postu-
lados:

= Postualado métrico: Para un espacio-tiempo métrico, la métrica ha de ser
covariantemente constante.

D)\guu =0+ [Dkvg/LV] =0

Esto establece una relacién entre la métrica y la conexién afin en el
tensor — world

= Primer postulado de Vielbain: Los Vielbains han de ser covariantemente
constante.
Dye®, =0<= [Dy,e*,] =0

Esto establece una relacién entre la conexién afin en el tensor — world la
conexion en el tensor — SO(n)world

5La ley de composicién del grupo en la manifold £ reza:

g(&1) - g(&2) = glf(&1,€2)]

donde f es el producto del grupo en la manifold.
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Entonces, el subconjunto de cantidades {g,w(x);Fﬁy(x);wzb(z);wzb(x)},

queda reducido a dos cantidades {gw(x);wzb(x)}, que son la métrica y la

conexién en el tensor — Gworld.

Ya vimos que la conexion en el tensor — Gworld era una 1-forma que repre-
sentaba el campo gauge A, (x), por lo que las cantidades indepedietes se reducen

a {gxw (z); Au (z)}

Estas son las dos cantidades independientes en las que nos vamos a fijar de
aqui en adelante.

3.10. Clases de Chern y de Pontryagin

Esta es una de las partes mas importantes de las notas. Cuando tenemos una
teoria con un espacio-tiempo M base y un contenido de materia implementado
en él podemos realizar modelos del Universo basados en las 8 (tras aceptar los
dos postulados) cantidades que hemos dicho antes.

Las cantidades que nosotros definimos en el modelo son:

= Una dimensién para el espacio-tiempo base M: n

= Un representante del espacio de funciones reales definidas sobre la manifold
M para poder generar el tensor — world: f(x1, -, x,) € F

= Un representante del espacio de representaciones que son compatibles con
la ley de composicion del gupo en la manifold £, para poder generar el
tensor — Gworld: R[g(§)] € R

= Conjunto de cartas: {Uy,Xq}

= Funciones de transiciéon para las coordenadas de los puntos.
(xg0x5")

Una vez definidos estas 5 cantidades como pardmetros de entrada en el mo-
delo, podemos estudiar las otras 3 cantidades restantes:

{9 (); 5 (2); f(amp) }

La teroria tiene una simetria bajo el grupo G, con el cual definimos un fibrado
G—principal que tiene estructura de manifold de Lie £ sobre M (espacio-tiempo
base). Esto nos dice que podemos elegir un elemento cualquiera g € G en cada
punto de la manifold M del espacio-tiempo que tenemos como base, sin que
haya ningin observable medible que dependa de la eleccién de ¢’s que hayamos
hecho. Esto se corresponde a poder hacer cualquier seccién o(M).

Cuando hemos hecho una seccién o (M) hemos de tener en cuenta la eleccién
del atlas que hayamos hecho para la manifold M del espacio-tiempo. Deben
existir, como ya dijimos, funciones f(,_g)(x) que sean las funciones de transicion
en el fibrado G—principal y que estén definidas para los puntos P € M que
pertenezcan a las regiones de solape entre abiertos de diferentes cartas, P €
U, N Uﬁ:

9D @) = famp (@50) - g8 fol 5 @8
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Podemos tener un fibrado trivial donde la funcién de transicién es trivial
(identidad) o tener funciones de transicién no triviales. Este segundo caso es
el que nos interesard en adelante. La eleccién que hagamos de estas funciones
de transicién no triviales define una cantidad topoldgica llamada invariante de
Chern. Estas funciones de transicién no triviales se estructuran en clases de
equivalencia. Dos elecciones distintas de fuciones de transicién no triviales son
equivalentes si proporcionan el mismo invariante de Chern. Para construir el
invariante de Chern que nos clasifica las distintas elecciones de funciones de
transiciéon no triviales, hemos de construir la 2k—forma:

Cow= 3 (Fb (@) Ao ABE (@) - ST {tgh, -1, }

Hivi kVEk
mycemg

Esta cantidad se construye a partir de la curvatura del fibrado asociado
F,(z) y ésta, a partir de la conexién A, () (campo gauge) del fibrado aso-
ciado. Pero la clave es que lo que nos interesard no serd ningin elemento con-
creto Cyy, sino la clase de equivalencia de la 2k—ésima clase de cohomologia
de Rahm [Cag]~. Esta existira porque dCs; = 0 por construcciéon. Cuando ha-
cemos dos elecciones de campos gauge distintas A, (z) y A, (x), ambos con la
misma eleccién de f(,—g)(x) no triviales para los puntos en las regiones de so-
lape, las 2k—formas cerradas que obtenemos Ca, C%, pertenecen a la misma
clase de equivalencia de la 2k—ésima clase de cohomologia de Rahm. Esto es
[Cog]~ = [Chp]~. Tendrén pues la misma 2k—forma arménica en su descompo-
sicion Hodge y generan el mismo invariante de Chern. Entonces éste resultado
es topoldgico aunque se obtenga utilizando cantidades métricas auxiliares como
la conexidn en el fibrado asociado (campo gauge).

Por tanto, la cantidad independiente A, (z) la seguiremos teniendo cuando
hayamos fijado las funciones de transicién f(,—g)(x) para las regiones de solape
entre abiertos. Esta eleccién la etiquetaremos por su invariante de Chern. Hay
un conjunto de invariantes de Chern (para el grupo G) formado por todas las
Cay, donde k = 0,---, 5. Se define la k—ésima clase de Chern como la clase de
equivalencia [Ca]~. La clase que nos interesa principalmente es k = %, la cual
nos permite definir una cantidad real a partir de la dualidad de Rahm:

o = /M[CQ]N R

donde ¢,, es un ntmero real llamado el invariante de Chern.

Podemos hecer lo mismo considerando el caso en el que G = SO(n). Esto es,
considerar la eleccién de las funciones de transicién para el fibrado SO(n)—principal.
Todo el razonamiento es andlogo, salvo que, debido a la traza sobre productos
de generadores de SO(n), tenemos que reducirnos sélo al caso k = 2r con
r=0,---,%. El resultado se conoce como las clases de Pontryagin. Entonces me
clasifica las distintas maneras inequivalentes de clasificar las funciones de tran-
sicion f(o—pg)(7) para el fibrado SO(n)—principal en los puntos pertenecientes
a los solapes entre abiertos en M.
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3.11. Configuraciones de vacio de una teoria

Si el Universo fuera sélamente lo que hemos visto hasta ahora y sélo tu-
viésemos interaccion gauge en la materia, ya habriamos elaborado una teoria
matematica completa y sélo nos quedaria profundizar en lo que ya hemos visto.
Unicamente nos quedarfan por tomar un A, (z) y un g, (x) para construir una
teoria matematica y dindmica del Universo, donde entendemos por evolucion
dindmica la interaccién gauge de la materia. Esto es, la interaccion debida a un
grupo de simetria de la teoria.

Todo se vuelve més interesante si incluimos la interaccién no gauge. Hace-
mos esto incorporando a la teoria un potencial V(¢), que depende del ’vector
estado’ que tengamos en el fibrado asociado. Pero esta dependencia no es gau-
ge (interaccién entre ’'vectores estado’ determinada por lo generadores de una
representacion del grupo de simetria de la teorfa). Esto cambia radicalmente la
contruccion matematica de la teoria. Introducir potenciales en la teoria es agru-
par lo que no conocemos (queda fuera del modelo desarrollado) en un término
que llamamos potencial, cuya expresién matematica queda dentro del modelo
que estemos haciendo. Podemos hacer diferentes teorias tomando distintos tipos
de potenciales de interaccién no gauge en la teoria.

Cuando tenemos un potencial que involucra el contenido material de la teo-
ria, este potencial tiene un minimo para ciertas configuraciones del contenido
de materia. Cuando sélo hay una configuracién que minimiza el potencial, la
materia la adopta en todos los putos del espacio-tiempo M. Esta configuracion
de minimo potencial es la que se llama configuraciéon de vacio. En este caso, en
todos los puntos del espacio-tiempo tendremos definido este 'vector estado’ de
vacio. Esto es lo que se llamaria una solucién trivial de la teoria.

Una situacién mucho més interesante aparece cuando el contenido de ma-
teria de la Universo puede adoptar varias configuraciones que corresponden a
diferentes minimos del potencial de interaccién no gauge. Esta situacion sélo
puede ocurrir si el conjunto de minimos se compone de varios estados (varias
configuraciones del contenido de materia del Universo). Este conjunto de mini-
mos puede ser discreto o puede involucrar un continuo de estados.

En el caso de tener un continuo de 'vectores estado’ de vacio en el conjunto
de minimos del potencial, todos estos estados de vacio estan relacionados entre si
por una transformacién gauge del grupo de simetria de la teoria. Pero podemos
fijar un tnico 'vector estado’ de vacio perteneciente al conjunto de minimos del
potencial en todo los puntos del espacio-tiempo M. Esto nos hace romper el gru-
po de simetria de la teorfa G a otro grupo G’ de simetria menor. La teoria ahora
pasard a tener la simetria G’. El contenido de materia del Universo dejara de
estructurarse en los fibrados asociados a las distintas representaciones del grupo
G para pasar a estructurarse en los fibrados asociados a las distintas represen-
taciones del grupo G’ el cual es la nueva simetria de la teoria. Esta nueva teoria
del Universo con simetria G’ tendré las mismas cantidades independientes que
se necesitaban para hacer una teoria del Universo cuando teniamos la simetria G.

= Las relacionadas con la manifold M no cambiardn, pues no hemos tocado
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el espacio-tiempo:

e La misma dimensién para el espacio-tiempo base M: n

e El mismo representante del espacio de funciones reales definidas sobre
la manifold M para poder generar el tensor —world: f(x1, -, ) €
F

e El mismo conjunto de cartas: {Uy, Xq}
e Las mismas funciones de transicién para las coordenadas de los pun-
tos.
(x50x5")
e La misma métrica definida en M : g, (x)
e La misma conexién afin o conexién en el tensor — world: I‘ﬁy (2)

e La misma conexién en el tensor — SO(n)world: wi,(z)

= Las relacionadas con la manifold de Lie cambiaran al cambiar el grupo de
simetria de la teoria G — G':

e El representante del espacio de representaciones que son compatibles
con la ley de composicién del gupo en la manifold £’, para poder
generar el tensor — G'world: R'[g(§)] € R

e Las funciones de transicién para los elementos del fibrado G’ —principal
y del fibrado asociado a la representacién R|g], f(’aﬁﬁ) eqd

o

«@ o «@ —1 «@
9 @D) = Flamp (@8 - g @D @) - f g (@)

Ug,@) (‘ngﬁ)) = R/[f/(aﬂ,@) (xgg))]b : v?a)(x;a))

e La conexién en el tensor — G'world: @'}, (x)
Puede ser que podamos romper otra vez el nuevo grupo de simetria G’ a
otro menor G y asf sucesivamente

GG —-G"— -

En cualquier caso, vamos a seguir viendo cosas de forma genérica, por lo que
siempre diremos que tenemos un grupo G independientemente de que sea G o
G’ o el que sea.

Cuando tenemos el mismo "vector estado’ de vacio definido en todos los pun-
tos del espacio-tiempo, tenemos lo que se denomina una configuracion trivial del
contenido de materia del Universo. En este caso, la configuracién de vacio de
los campos gauge (conexién en el fibrado G—asociado que me harfa cambiar de
'vector estado’ de vacio al cambiar de un punto a otro del espacio-tiempo M)
se reduce a que se anulan A, = 0.

Lo verdaderamente interesante es que existen configuraciones de vacio en

las que no tenemos el mismo ’vector estado’ de vacio (perteneciente al conjun-
to de minimos del potencial) en todos los puntos del espacio-tiempo M. Esto
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es, configuraciones no triviales del contenido de materia que también forman
parte del conjunto de configuraciones de vacio de la teoria. Estas configuracio-
nes no triviales de vacio conforman el espacio de configuraciones no triviales de
energia finita el cual se compone de varias componentes disconexas. En cada
componente disconexa tenemos un subconjunto de configuraciones no triviales
de vacio que son continuamente deformables unas en otras. Esta es la definicién
de clase de homotopia. Todas las configuraciones de una componente discone-
xa del conjunto de configuraciones no triviales de vacio son homotépicamente
equivalentes. Estan relacionadas entre si por una transformacién gauge bajo el
grupo de simetria del Lagrangiano de la teorfa, por lo que son equivalentes desde
el punto de vista de observables medibles.

Cuando tenemos dos ’vectores estado’ de vacio (minimos del potencial) dis-
tintos en dos puntos distintos del espacio-tiempo M y ambos son parte de una
misma configuracién de vacio del contenido material del Universo, podremos
conectar ambos ’vectores estado’ de vacio mediante una transformaciéon gauge
con una cierta configuracién de campos gauge A, (z).

Podemos tener una configuracion de vacio no trivial y de energia constante
que me interpola entre diferentes 'vectores estado’ del conjunto de minimos del
potencial de interaccién no gauge de la teoria, definidos en la frontera de la
manifold M. Esto es necesario para tener configuraciones no triviales de energia
finita. Estas configuraciones tienen la energia localizada en una cierta region de
la manifold M. Esto significa que la configuracién de campos gauge se anula
practicamente en todos los puntos de la manifold M, salvo una regién en la
que la configuraciéon de vacio es no trivial y pertenece a una de las clases de
homotopia en las que se divide el espacio de configuraciones no triviales y de
energia finita. En estas regiones, la configuracién de campos gauge no se anula
A, # 0. Con este campo gauge (conexién en el fibrado G—asociado) podemos
construir una intensidad de campo gauge Fj,, (x) # 0.

Se cumple que esta configuraciéon de vacio no trivial y de energia finita, esta
cargada magneticamente bajo el grupo gaugeG®:

Para el caso de la simetria SO(3) ~ SU(2) rota a U(1)7:

[ B
S2

donde S? denota las 2-esfera que subtiende todo el dngulo sélido del parte
espacial (3-dimensional) del espacio-tiempo M (4-dimensional).

A menudo, a estas configuraciones de vacio no triviales de energia finita,
donde la energia se encuentra localizada en una region de M se les llamas defectos
topoldgicos.

6Si anteriormente hemos roto la simetria gauge G inicial de la teorfa a otra simetria gauge
G’ menor al fijar un 'vector estado’ de vacio, esta configuracién de vacio no trivial y de energia
finita estar¢argada magnéticamente bajo el nuevo grupo gauge G’ de simetria residual

"Este es el modelo de Georgi-Glashow. En este modelo la dimensién del espacio-tiempo M
es n = 4 y el contenido de materia del Universo es es un campo escalar complejo ¢ cargado en
la representacién adjunta de SU(2). Esto es un triplete de Higgs. El potencial de interaccién
no gauge de este modelo tiene todos los minimos en | q; |=v

22



3.12. Backgrounds

Para contruir una teoria en Fisica, lo que se hace es que se selecciona un
estado de vacio de la teoria y luego se contruyen excitaciones sobre ese estado
de vacio. Lo que ocurre, es que los estados que hemos visto como configuraciones
de vacio de energia finita (defectos topoldgicos) no se pueden generar de esta
manera. Son estados no perturbativos de la teoria.

Entonces, cuando tengamos una configuracion de vacio como estado funda-
mental de mi teoria, tendremos pues una métrica definida en el espacio-tiempo,
una configuracién de materia no trivial y una configuracién de campo gauge
que viene determinada por el defecto topoldgico que tenga. La métrica g, (z)
definida en M la podemos escribir como una métrica de fondo méas un campo
de fluctuaciones de la métrica, hy, ().

Esto nos lleva a tener dos backgrounds en las configuraciones de vacio de
energia finita® no triviales de nuestra teorfa, un background geométrico en M y
un background gauge dentro del defecto topolégico.

4. Defectos topoldgicos en espacios con dimen-
siones adicionales. p-branas

4.1. p-branas

Cuando entramos en teoria de cuerdas, la accién que computamos es la ac-
cion efectiva a bajas energias a la que se reduce la teoria de cuerdas. Tomando
las diferentes acciones efectivas para las distintas supercuerdas (las cuales se
corresponden con diferentes teorfas de supergravedad en n=10), podemos en-
contrar soluciones no triviales de la configuracién de vacio de la teoria. Estas
generalizaciones de defectos topoldgicos a teorfas con dimensiones adicionales
(respecto de la teorfa 4-dimensional) involucran configuraciones de vacio no tri-
viales en las que la energia se encuentra localizada en una regién de la manifold
base M dim(M) > 4. Esta regién puede involucrar en general p dimensiones
espaciales. En este caso decimos que tenemos una p — brana.

Algunas propiedades de estas p-branas son:

» En las teorfas de cuerdas (dim(M) = 10) existirdn p—branas para valores
de p para los cuales tengamos (p + 1) — formas (campos) en el espectro
(perturbativo) massless de la cuerda.

1

= La energia por unidad de volumen de estas branas is del orden de i 0 o3

en unidades de Mg = 1, por lo que son estados no perturbativos.

s p — branas estdn cargadas eléctricamente bajo las (p + 1) — formas y
magnéticamente bajo las (n — p — 3) — formas donde n = 10 en las
teorias de cuerdas. También, fsn,p,z H,_, 2 =1, donde H,_, 2 es la

8 Al integrar sobre todo el espacio-tiempo M en la accién, no hay que preocuparse por su
finitud en el limite | ¥ |— oo ya que imponemos la condicién de que la configuracién de los
campos de materia vayan a un minimo del potencial y elegimos el background gauge de tal
forma que la derivada covariante se anule siempre
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intensidad de campo para la (n — p — 3) — forma e integramos sobre la
9

(n —p—2) — esfera en el subespacio R"~!17P trasversal a la p — brana®.
= Las teorias de campos para estas p — branas se conocen. La presencia de
la brana nos rompe la simetria translacional de la teoria.

4.2. Factorizabilidad del background geométrico

Cuando tenemos una teoria con dimensiones extras, la gravedad puede pro-
pagarse por todas las dimensiones de M ya que es la dinamica del espacio-tiempo
en sf mismo. No ocurre lo mismo con el contenido de materia. Esta no puede
propagarse mucho en las dimensiones extras si no queremos que haya proble-
mas con las observaciones. Todas estas propiedades podemos conseguirlas si el
Modelo Estandar se encuentra confinado a una 3 — brana que habita en un
espacio-tiempo de dimensién mayor. Estas dimensiones adicionales deberian ser
compactas y menores que un milimetro. Si hay n dimensiones extra compactas,
la escala de Planck se relaciona con la escala de la gravedad M, de dimensién
mayor mediante la relacién:

Mgy = MV,

donde V,, es el volumen encerrado en las dimensiones extras compactas. Si las
dimensiones extras fueran no compactas, la escala de Planck se irfa a infinito.

Todos estos resultados se obtienen aceptando una geometria factorizable, es-
to es, la métrica en el subespacio-tiempo en el que vivimos (4-dimensional) no
depende de las coordenadas en las dimensiones extras.

Si no aceptamos una geometria factorizable y dejamos que la métrica gene-
ral dependa de todas las coordenadas (incluidas las de las dimensiones extras)
podemos conseguir dimensiones extras no compactas en plena concordancia con
los experimentos realizados en gravedad. También podemos conseguir una nue-
va relaciéon para la escala de Planck en la que ésta no depende del tamano de
las dimensiones extras (como antes), sino de la curvatura de esas dimensiones
extras. Esto me lleva a una escala de Planck finita icluso para el caso de dimen-
siones extras no compactas.

Partimos de una métrica que podremos desarrollar en términos de un back-
ground geométrico mas un campo de fluctuaciones de la métrica que, como he-
mos dicho, dependera de todas las coordenadas de la manifold M n—dimensional,
(22, 2;). Este campo de fluctuaciones satisface una ecuacién de ondas:

[0,0" — djd +V (2))|hpo (2, 25) = 0

donde V(z;) es un potencial que aparece de la curvatura en las dimensiones
extras.

9Vemos que esto se reduce a un monopolo de ’t Hooft-Polyakov (0-brana) para el caso
n = 4 del modelo de Georgi-Glashow
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Si proponemos como solucién funciones del tipo h(z, z) = €"P*-p(z), entonces
obtenemos la ecuacién

[djd +V (2)]p(z) = —m*ep(2)

para la parte asociada a las dimensiones extras, donde m? = p2.

Esto es la reduccién de Kaluza-Klein (KK) de las fluctuaciones gravitacio-
nales en una dimensién mayor, en términos de los estados KK 4-dimensionales.
Estos estados 4-dimensionales tendrian una masa dada por la ecuacién de au-
tovalores de ¢ que hemos escrito.

Habra un modo cero ya que el background preserva la invariancia Poinca-
ré y una torre de estados masivos KK. Si hubiera un gap, como suele ocurrir
en las product space compactifications, prodriamos reproducir la gravedad 4-
dimensional hasta una escala fijada por el gap.

En el caso que nos va a interesar (n = 5), tendremos un potencial no trivial
V(z) que producird un unico estado ligado massless que corresponderd a un
massless 4-dimensional graviton. También tendremos un continuo de estados
KK sin gap. La funcién de onda relacionada con la dimensién extra ¢(z) estard
centrada en una 3 — brana a la que el Modelo Estandar estd confinado.

4.3. Teoria en 1 dimensién extra no compacta con la pre-
sencia de una 3-brana. Modelo de Randall-Sundrum

El punto de partida para nuestra teoria con una dimensién extra, es una 3-
brana de tensién positiva en un espacio-tiempo de dimensién 5 situada en z = 0.

En primer lugar trabajaremos en un volumen finito introduciendo otra brana
(que donetaremos por brana’) a una distacia z = r.m que hace de brana regu-
ladora. Estas dos branas definen los dos bordes (fronteras) de la dimensién extra.

La accién reza:
S = Sgravedad + Sbrana + Sbrana’

donde
Sgravedad = /d4$/dy\/ -G {—A + 2M3R}

Sbrana == /d4$v —Gbrana {Vbrana + Ebrana}

v R es el escalar de Ricci a partir de la métrica 5-dimensional Gy
Vamos a utilizar una nueva coordenada y = 7.6 en la dimensién extra.

La solucién de las ecuaciones de Einstein es:
ds® = ef%ly‘nwdm“dx” + dy?

donde 0 < y < 7r. es la coordenada de la dimension extra y r. es un radio de
compactificacion.
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La solucion sélo se mantiene si se cumplen las condiciones:
- _ 312
Vbrane - _%rane’ = 24M°k

que siempre consideraremos que se cumple.

Si calculamos la escala de Planck que se deduce de esta teoria:
Tre M3
M3, = 2M3/ dye=2klvl = T[l — e 2krem]
0

lo que nos produce una escala de Planck bien definida en la teoria incluso en el
caso de que la dimensién extra no sea compacta (r. — oo). Tomar este limite
fisicamente implica quitar la brana reguladora de la teoria.

Todavia tendriamos que determinar si el espectro de las fluctuaciones li-
nealizadas Gy = e’2k|y|nlw + huu(x,y) es consistente con la gravitacién 4-
dimensional que conocemos.

Para hacer esto, proponemos como solucién para la fluctuaciéon h(x,y) =
e’P? . p(y) como ya dijimos antes, donde p? = m? y m? permite una solucién
de la ecuacién de movimiento linealizada para el tensor de fluctuaciones que se
obtiene de la accién de la teoria al expandir sobre la solucion a las ecuaciones
de Einstein ds?:

2
—-m 1
2k|yl 2 2 =
—e — 589 —2kd(y) +2k°| p(y) =0
Nuestras condiciones de frontera nos llevan a considerar sélo funciones pares

en y describiendo la semi-infinita dimensién extra que tenemos tras quitar la
brana reguladora.

Esta ecuacion la podemos reescribir de una forma mucho maés familiar ha-
ciendo un cambio de variable:

eklul — 1
z = sgn(y) X ————

Resultando,

donde
15k2 3k
V(iz)= —————5 —
8(k|z|+1) 2
La fucién 6 mantiene un modo que es un estado ligado normalizable y mass-

less. El resto de los autoestados son un continuo de modos sin gap que se ase-
mejan a ondas planas asintéticamente (el potencial cae a cero si | z [— 00) y
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que representan estados o modos KK con todos los posibles m? > 0.

Para extender esto al caso de que toda la dimensién (no la mitad) sea infi-
nita, sélo tenemos que permitir funciones pares e impares de z en la dimensién
extra.

Podemos computar el potencial gravitacional efectivo no relativista entre dos
particulas m; y mo en la brana situada en z = 0. Este potencial es estatico y
generado por el intercambio de modos cero y propagadores de los KK continuos.
Esto resulta:

mnr

o0 d —
V(T) ~Gpn e —|—/ ﬂGNimlwme m
r 0 k r r

Entonces, el potencial se comporta como:

V(r) = Gy A2 (1+ ! )

r r2k2

por lo que vemos que la teoria reproduce una teoria efectiva 4-dimensional de la
gravedad con un término de correccion extremadamente suprimido por k y por
r(distancia testada con gravedad).

Para el limite de m pequena (radiacién gravitacional), la produccién de mo-
dos continuos en la brana z = 0 estd suprimida por (%%)(%). Esto es muy
importante porque significa que la amplitud para producir los modos continuos
en los precesos de baja energia en la brana es muy pequena. Si no fuera asi,

estarfamos continuamente perdiendo energia por la dimensién adicional.

Debido a esta supresién, la probabilidad de producir modos KK estd supri-
mida por (%)2 en relacién al modo cero, donde p es el momento del proceso.
Entonces tenemos un modelo que imita una 4-dimensional teoria de la gravedad

con un potencial gravitacional y una radiaciéon gravitacional.

Expandiendo la accién podemos ver que la autointeraccion del gravitén crece
con el valor de la coordenadad z (de una manera dependiente de la energia).
Sin embargo, fluctuaciones originadas en la brana en procesos de baja energia
tienen una pequena probabilidad de alcanzar valores grandes de z. Entonces, la
emisién de gravitones y su correspondiente pérdida de energia que tendria aso-
ciada, quedan constrenidas en la teoria efectiva de bajas energias en este modelo
a valores muy pequenos. Todo esto siempre tiene un ajuste fino de la tension de
la brana lo que es equivalente al problema de la constante cosmolégica el cual
sigue estando en la teoria pero ahora de esta manera.

La teoria efectiva construida en este modelo debido a Randall-Sundrum es
una alternativa a la compactificacién geométrica.
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